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Abstract
Collision scheme with a large crossing angle is being very popular in design of electron positron collision accelerator.

In SuperKEKB project, a collision with a large crossing angle is performed to improvement luminosity. Future collision

accelerator, FCC is also designed with large crossing angle. We discuss that strong wake field is induced by the beam-

beam interaction. Recently strong-strong beam-beam simulations have shown a strong coherent instability in head-tail

mode in collision with a large crossing angle. This instability can be explained by the wake field according to this report.

1 . はじめに

近年の電子・陽電子衝突型加速器設計では大交差角

を用いた衝突形式を採用している。SuperKEKB加速

器も大交差角での衝突方式を採用してルミノシティ

向上を目指しており、また将来加速器である FCC(周

長 100km)も大交差角をベースに設計され始めている

[1–5]。

しかし大交差角でのStrong-strong beam-beamシミュ

レーションでコヒーレント head-tail不安定性が確認

された [6–10]。これにより、大交差角で衝突させる

ことによって不安定性の観点から問題があるのでは

ないかということが懸念された。我々は strong-strong

beam-beamシミュレーションで見られる不安定性の理

論を構築し、ビーム不安定性の理解を深め、将来加速

器の設計の指針としようとしている。本報告では、こ

の不安定性をビームビーム相互作用によって誘起さ

れる wake fieldを用いて説明することを試みる [11]。

そしてこのwake fieldを用いて粒子トラッキンングシ

ミュレーション、固有値解析を行い、どのような不安

定性が起こるのか研究する。

2 . BEAM-BEAM衝突によって誘起される

WAKE FIELDの計算

通常の wakeはビームの分布（ダイポール）の変化

に応じて自分自身の別の場所に運動量キックを与え

るというものである。今回は、ビームの分布に応じて

衝突相手のビームの運動量キックに変化が生じさせ

るという状況を考え、これを cross wakeと呼ぶことに

する。

まず、衝突時におけるバンチの運動量変化は式 (1)

のように表される。

∆py + i∆px =
Nre
γ

(Fy(x, y) + iFx(x, y)) (1)

ビームがガウス分布をしている場合は式 (2)のような
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形をしている [12]。

F = Fy + iFx =
2
√
π

Σ
[w(A)− exp(−B)w(C)] (2)

A,B,C は以下で定義されている。

A =
x+ iy

Σ
, B =

x2

2σ2
x

+
y2

2σ2
y

, C =

σy

σx
x+ iσx

σy
y

Σ
(3)

ここでΣ =
√

2(σ2
x − σ2

y)、wは複素エラー関数である。

w(z) = e−z2

erfc(−iz) = e−z2

(
1− 2√

π

∫ z

0

et
2

dt

)
(4)

式 (1)、(2)を用いて cross wakeはどのような形をして

いるのかを考える。電子・陽電子の衝突イメージを

Figure 1に示す。θは半交差角であり、ビーム分布が
重なって衝突している領域は σx/θである。衝突領域
に対するバンチ長

θP =
σθ

σx
(5)

を Piwinski角と呼んでいる [13]。相対論的ビームの衝

突は同じ s位置同士の分布が相互作用する。図におい

て ∆xずれた陽電子ビームと相互作用するのは電子
ビームの Aの領域である。衝突の進行によって Aの

領域即ち zはずれていく。Aの領域が受ける、e+の x
がずれていない場合と∆xだけずれた場合の力の差を
求める。まず e+ の xがずれていない場合であるが、
この場合は Fxの引数に x− −x+が入り、バンチの運
動量変化（式 (1)）は式 (6)のようになる。

∆P0 = −N+ρ
(+)
0 ∆z+re
γ−

Fx(x− − x+) (6)

次に e+ の x が ∆x だけずれた場合は Fx の引数に

x+−x−−∆x+が入り、バンチの運動量変化（式 (1)）
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Figure 1: Schematic views of the cross wake field model.

は式 (7)のようになる。よって力の差は式 (8)のよう

な形になる。

∆P1 = −N+ρ
(+)
0 ∆z+re
γ−

Fx(x− − x+ −∆x+) (7)

∆p(−)
x = ∆P1 −∆P0

=
N+ρ

(+)
0 ∆z+re
γ−

∂Fx

∂x

∣∣∣∣
x=(z−−z+)θc

∆x+ (8)

式 (8)の右辺を以下の式のように表すことで cross wake

を導入する。

∆p(−)
x = −W (−)(z − z′)ρ

(+)
0 ∆x+∆z (9)

cross wake に相当する部分を取り出すと式 (10)にな

り、これが cross wakeである。

W (−)
x (z− − z+) = −N+re

γ−

∂Fx

∂x

∣∣∣∣
x=(z−−z+)θc

(10)

ビームビーム力を微分すると以下の式 (11)のように

なり、これを用いて cross wakeを計算する。

w′(z) = −2zw(z) +
2i√
π

∂F

∂x
=

2
√
π

Σ

[
2i√
πΣ

(
1− σy

σx
exp(−B)

)
(11)

−2A

Σ
w(A) +

{
x

σ2
x

+
2σy
Σσx

C

}
exp(−B)w(C)

]
Figure 2は Fx の z に対する関数であり、Figure 3は

Fx を微分して出した cross wake の計算結果である。

計算する際に用いたパラメータは Table 1に示す。陽

電子ビームのパラメータを入れ、Nは相手ビームであ

る電子ビームの値を入れている。

W の最小値は z − z′ = 0の時であり、これを式 (8)

に代入すると 271である。

Table 1: Parameters of SuperKEKB

Bunch popuation(1010) 6.5(e−)

Energy (GeV) 4

Bunch length, σ (mm) 5.0

Tune, νx 44.53

Synchrotron tune νs 0.024

β∗
x (mm) 32

β∗
y (mm) 0.27

θ (mrad) 41.5

θc/P 41.5 / 20

εy (m) 8.64× 10−9

εx (m) 3.2× 10−9

σδ 8× 10−4
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Figure 2: Beam-beam force for gauss distribution.

Wx(0) =
Nre
γ

1

σx(σx + σy)
(12)

フラットビーム衝突の場合は σx � σyであり、ビー
ムとの結合を考慮してベータを掛ける。

βxWx(0) =
Nre
γ

1

εx
(13)

W=0 になるのは、z ≈ ±1.8σx/θc = 1.8σz/θP で
W 最大値になるのは z ≈ ±3.1σx/θc = ±3.1σz/θP
でW (z) ≈ 0.28|Wx(0)|である。この値からおおよそ
の wakeの周波数がわかる。λ = 6.2σz/θP より ω =
2πc/λ = 2πcθP /6.2σz。バンチ内の振動を表す量は
ωσz/c = 2πθP /6.2である。

3 . 粒子トラッキング

上記で計算された cross wake を用いて粒子トラッ

キングを行う。相手ビームの ρxに応じて運動量変化
は以下の式で表される。

∆px,±(z±) = −
∫ l

−l

W (±)
x (z±− z′∓)ρ(∓)

x (z′∓)dz
′
∓. (14)
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Figure 3: Cross wake field for z’= 0.

ここで l = 3σに選ぶ。ρxの計算、z
′での積分について

説明する。まず粒子をガウス分布で発生させる。z方

向に±3σの領域を離散化する。ここでは∆z = 0.02σ
とした。離散化した密度 ρ(zi)は zi = i∆z − 3σにお
いて zi ± ∆z/2に含まれる粒子の数（n(zi)）から求
められる。ρ(zi) = n(zi)/N。ダイポールモーメント
密度 ρx(zi)は平均位置と密度の積

∑
xi/n(zi)×ρi(zi)

である。

式 (14 )の積分は

∆px,±(z±) = −
∑

W (±)
x (z± − z′∓)ρ

(∓)
x (z′∓)∆z. (15)

によって表される。zにおける粒子の受ける運動量変

化∆px(z)は式（15）の∆px(zi)を内挿することによっ
て取得する。

SuperKEKBの strong-strongシミュレーションでは設

計のβ∗
xβ

∗
yでの衝突では不安定性は起きない。νx = 0.53

において β∗ を detune して β∗
x = 8 × β∗

x,design にし

たとき不安定性が起き、4 × β∗
x,design では起こらな

い [6]。不安定性に対して β∗
y は本質ではない。ここで

は 8× β∗
x,designに注目してシミュレーションを行う。

ビームの傾きを特徴つける量として 〈 xz 〉/σzσxを

使う。この量は σxに対する、z = σでの xの平均位
置である。Figure 4に相関 〈 xz 〉/σzσxの周回ごとの変

化を示す。数百ターンでその相関（〈 xz 〉/σzσx）は数

十になっており、増幅時間は 30周である。〈 xz 〉は電
子陽電子で同じ値になっていて且つ符号が電子陽電

子交互に変わっている為、振動の位相が同じであり、

チューンは 0.5である。

Figure 5に 〈x〉 = 1mの時の電子/陽電子バンチの分

布を示す。2ビーム全く同じ分布 ρ+x (z) = ρ−x (z)であ
り、やはり z 毎のベータトロン位相が同じであるこ
とが分かる。このような場合を σ モードという。逆
に分布が全く反対 ρ+x (z) = −ρ−x (z)、z 毎のベータト
ロン位相が反対の状態を πモードという。

ビームの振動を σ モードまたは πモードに限定す
ると、cross wakeは通常の wakeとして扱うことがで

きる。式（14 ）に ρ±x の関係を代入することで、両
ビームとも自分自身の分布に対して運動量変化を受
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Figure 4: 〈 xz 〉 correlation.

Figure 5: Beam distribution at the collision.

ける通常の wake forceの式になる。

∆px(z) = ∓
∫ l

−l

Wx(z − z′)ρx(z
′)dz (16)

つまり通常のwake forceの式において、σ/πで式中の
符合が変わるだけと考えてよい。

式（16）を使って通常のwakeの粒子トラッキングシ

ミュレーションが出来る。Figure 6はそのシミュレー

ションを行った結果である。σモード即ち式（16）の

符号をマイナスにとったシミュレーションを粒子数

N = 1.25 5.0× 1010に対して行った。これから不安定
性の閾値は 2.0× 1010であることが分かった。また、
πモード即ち式（16）の符号をプラスにとった場合、

粒子数 5.0× 1010においても安定であった。式（14）

を使ったシミュレーションの結果と一致した。

4 . 固有値解析

次に式（16）で表される運動に対する固有状態を解

析する。シンクロトロン位相空間上でのビーム分布

の x、pの平均位置を考える。その際、シンクロトロ

ン位相空間を離散化し、径方向 ri ≡
√
2Ji、角度（シ

ンクロトロン位相）方向 φj で表す。角度方向の離散

化は ns = 1/νsごとで行う。ここで νsは 1/整数に近
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Figure 6: Single beam tracking simulation.

似することになる。位相空間上の点は以下のように

表すとする。

xij = x(Ji, φj) pij = p(Ji, φj) ψi = ψ(Ji)
(17)

ri ≡
√
2Ji = i∆r φj = 2πνsj zij =

√
2βzJi cosφj

(18)

ここで βz = σz/σδ、ε = σσδ である。
ψi はシンクロトロン位相空間上の密度分布で、J
のみによりシンクロトロン位相には依らない ψi =
e−Ji/ε/2πε。
(xij , pij)の長さ 2nsnJ のベクトルの周回による変
換を考える。周回に対するシンクロトロン振動は j →
j +1によって表すことができる。x、pはベータトロ
ン振動をする。シンクロベータトロン振動による変

換は以下の式に表される。(
xij
pij

)
=

nJns∑
i′j′=1

M0

(
xi′j′
pi′j′

)

M0,iji′j′ = δi,i′δj−1,j′ ⊗
(

cosµx sinµx

− sinµx cosµx

)
(19)

ベータトロン変数は x/
√
β,

√
βpによって規格化して

ある。そして wakeによるキックは以下の式によって

表される。

MW,iji′j′ =

(
1 0

−βxW (zij − zi′j′)ψi′∆J∆φ 1

)
(20)

Wakeを含む周回行列Mt = MWM0 の固有値問題を

解く。行列の大きさは (2nsnJ)
2である。M0もMW も

シンプレクティックであるため、固有値は λi = e±iµ

の形で表される。µが実数なら振動は安定で、複素数
ならその虚数部が振動の増幅度である。nJ = 20にと
る。チューンが 0.0244なので 1/0.0244 = 40.98なの
で ns = 41である。Table 1に示す、SuperKEKBのパラ
メータで固有値 λi(i = i, 2nsnJ)を求めた。ベータは
水平・垂直共に設計値の 8倍である。結果を Figure 7

に示す。横軸チューンは (tan−1(Imλi/Reλi))/2π、縦
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軸は |λi|である。チューンが 0.7未満、1.3以上で σ
モードで不安定が起き、0.5で最も不安定になるとい

う事が分かる。これは Figure 4のシミュレーション結

果と一致する。

固有ベクトルを Figure 8 に示す。ri = 1, 20 は
x(Ji, φj)、ri = 20, 40は p(Ji−20, φj)を示す。図より
軸モード lが 2程度であることが分かる。

5 . CONCLUSIONS

大交差角 beam-beam衝突によって誘起される cross

wake fieldの公式を得た。この cross wake fieldを用い

て粒子トラッキング・固有値解析を行い、その結果 σ
モードにおいてコヒーレントな head-tail不安定性が

起きるということが分かった。この不安定性につい

て SuperKEKBプロジェクトの phase 2において検証

しなければならない。この不安定性の理解は今後の

円形電子・陽電子衝突加速器に大きな影響を与える

であろう。
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