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Abstract
In this manuscript the presence of coherent undulator radiation has been investigated. The power of this radiation is 

described by the squared number of electrons in the micropulse, squared form fector depending on the electron distribution and 
undulator radiation emitted from a single electron. The form fector performs an essential role to explain details of the buildup 
process, gain and others. There may be two steps in the buildup process of the coherent radiation. The first step corresponds to 
the region below 1MW in the optical power. The gain is characterized to be constant and contributed by the surface oscillation 
of phase space. We have obtained the same results from both the analytical calculation and numerical integration. On the 
second step the saturation starts and electrons are captured into the sepsratrix. Then, the gain may be contributed by the 
rotation ofthe electron assembly in phase space. We have attempted to explain coherent radiation from the basic mechanism of 
the interaction between collective motions of electrons and coherent character of radiation. Then, we have found something 
new.

自由電子レーザーにおけるビーム物理学

の光共振器から構成されている。自由電子レーザを通過 
する電子の分布は、位相とエネルギーの正準方程式の解 
として得られる。それをフーリエ変換すると、アンジュ 
レー夕の経路に沿って振動している形状因子が得られ 
る。その放射パワーA P は、

A P ^n2(F{k))2Pl ⑷

である。w は入射ミクロパルス中の電子数、P l はアン 
ジュレー夕のパラメ一夕で決まる1電子のパワー、 
(F (k))はアンジュレー夕の経路に沿って平均した形状 
因子である。ゲインG は、

G = (5)

で与えられる。ここでP は光共振器に■された光パ 
ワーである。

n 位相睡の解析 
ここでは自由電子レーザに入射された電子の位相振 

動について議論する。エネルギーはローレンツ項アで 
表 し 、 入射エネルギーy0 はレゾナンスエネルギーyr 
に等しいとする。位相空間における1電子のエネルギー

1 firm
M ote1}は 1951年に、電子群が、輻射する電磁波よ 

り短くバンチされると、強いコヒーレント光が発生する 
と述べている。これが今日の自由電子レーザの基本に関 
係している。Saxon等2〉は、 1 9  5 4 年に、《個の電子 
によるシンクロトロン方女射は、

尸⑷ =[n + n2\F {k f  )p1(k) (1)

F {k )  = | p{z)e~ lkzdz  ⑵

j p ( z ) d z ^ l  ⑶

で表される事を示した。（1)式の右辺のn に比例する項 
はインコ ヒーレン卜放射の、n2の項はコ ヒーレントな放 
射を示す。F ( k ) は形状因子で、⑶式で規格^された電 
子分布p ( z )のフーリエ変換で表される。⑴式のp 做  

は 1電子の放射する波数/:=2jiAのパワーである。コ 
ヒーレン卜なシンクロトロン放射は1989年に東北大学 
の電子リニアックのバンチしたビームを用いて初めて 
観測されたo 3)，4)

自由電子レーザは、周期磁場を発生し電子を蛇行させ 
るアンジュレー夕と光のパワーを蓄積する対のミラー



7 と位相 i p は次の式で与えられる。

dip
dt

f ( K)  = J 0

K

L l.
r 2

K 2 K 2

A 1+k 2)j 1レ( u 2),
A0 B0

(6)

(7)

(8)

ここでe とm0 はそれぞれ電子の電荷と静止質量であ 
る。 c :は光速度、 B0 はアンジュレー夕のピーク磁場、 
E i は光キヤビティの電場、A oはアンジュレー夕の周期、 
叻 は 如 峰 、Jn は次数n のベッセル関数である。

マ呼r とすると(7)式から

:2(0 0 — (10)
Y r

そこで、⑥と(10)式から次の振り子の式が得られる。 5) 
d 2ip

^ t - 2 c o  
dt y r

+ r 2 si  時 = o

f ( K)

dt2
p2 一 e Bq

(11)式は次のように積分される。

1 丫 却 、2
2 \  dt  j

■ r2 cos や=cx

r
+  COSI/；

(11)

(12)

(13)

(14)

(14)式において、もし 
ある。（14)式は

t、Ay/y^Oな らば C0= l で

Ay_：
Y r b7 T

パr 、
y l  +  COS-l/； (15)

(15)式はセパラトリクスと呼ばれ安定領域と不安定領域 
を分ける。も し ip=0ならば Ay/yr は最大値をとり

r
(16)

(6)と(10)式は次のハミルトニアンから正準方程式によ 
り導かれる。

H  = — (Ay)2 + / ( ず） 
Yr

j ( ip )= —— ^ - r 2 cost/；
2̂CO n

(18)

こ こ で （Ay/lObe^r/OJbの場合について解析的に形 
状因子が計算できることを示そう。Ay/yr は(17)と(18)式 
から

Ay

7r

H
COS  I/；

cosず
V/r^O 4 V 丹 、 ”

と得られる。一方、位相空間の面積は(19)式から

H
4 ^  —̂ -dxp = 4jt 

そこ で形 状因子はフーリエ変換により

4jv
costp dip

(19)

(20)

(21)

こ こ で (A y /yT)l(4jt^jH/yrcoQ̂ は位相空間における 

電子分布である。（19)式を(21)式に代入して

m - sip dip

r
J cos2 ip dip

8
r

(On H (22)

r r<
(19)式から平均のH は

’ M( / /)  = r r(w0
Y r ノ beam

従って平均された(F(k) ) は次のようになる

i m ) - (On
1

Ay

V ,f r ノbeam

(23)

(24)

ゲインは(24)式を⑷式に代入して得られる。
ここで振動する形状因子の角振動数を求めよう。(13) 

式は次のように書ける。

( 1 7 ) 万 を = ±VCi + r2 c_ (25)



そこ で r / Q ) « l とすると(25)式は次のように書ける。

d t :
d ip

• 7 ^ 〔.

jl + ^-cosip

l - j ^ r - c o s ip  \dip (26)

(26)式から周期T は

vki IH 茇 cost/； \d \p

2n
一

(10)式を(13)式に代入すると 

Ay
2

2co ( F2 cosip = Cx

(27)

(28)

(28)式 に （Ay/yXAy/jObeamと中=±ガ2、を代入すると 
C iは次のように決まる。

そこで 

T

Cx = 2co0

2jt

Ay

、ア r ノ beam

Jt 1

V4- o 2(A y/yr)b：am -o  (A //7 r)beam

そこで(24)式からF ( k )は次のようになる。

1

(29)

(30)

尸㈨ =
广r 、2

八 = 2 co f

Ay
7r

Ay

V  】r ノ beam

- (1 -c o s  Ar)

Hz

(31)

(32)

ここで t 経路長/c 、 八 は (30)式から決まる形状因子 
の角周波数である。

n 形状因子、ゲイン、パワー 
自由電子レーザに入射された電子群の位相振動は、(6) 

と(7)式の連立微分方程式を数値積分して得られる。この 
計算において、表 1 に示すように紫外領域のパラメ一夕 
を採用した。自由電子レーザに入射したのは、一様なエ 
ネ ル ギ ー 拡 が り Ay/yr=±0.25% をもつ波長当たり

表 1 U V F E L のパラメ一夕

波長 X 280nm
電子ビーム

エネルギー Y 236(~120MeV)
ミクロパルス長(幅） / lmm(3.5ps)

電子数/ミクロパルス n 4.4 X108

エネルギー挺;がり Ay/yr 土 0*25%
アンジュレー夕

長さ L 2m

周期 ^0 2cm

周期数 N 100
尺パラメ一夕 0.75

18000個の電子である。光共振器のパワーは飽和に近い 
100MWであった。図 1 にアンジュレー夕長L に対し 
0、W 、2L/3、I；における位相空間における電子の振る 
舞いを示した。7K平軸に沿ったカーブは(15)式のセパラ 
トリクスで( A y / y ^  =7.44X10'3 の値は電場£}=5.18X 

108V /m から得られた。図 1 からわかるように捕獲され 
た電子は ( _ 0 , 产yr) を中心として回転し、一方捕獲 
されない電子はセパラ卜リクスに沿って脱出している。 
図 2 に -丌 か ら ；r の間隔にある捕獲、非捕獲の全電子 
の分布を図1 と同じ0、173、2L/3、L に対して示した。 
縦 軸 は 5 ° 当たりの電子数を示している。電子の分布は 
，軸に射影され形状因子は点電荷を考慮して次のよう 
求められた。

F ( k 、= 如 + S 2 (33)

C 1
18000 .

18000
2  cosipnS{ip - ip n)dilJ

2 C0S 也
18000

(34)

18000 .
18UUU ,

2  sinifjnS{ip - ip n)dip

2 si_ "

18000
(35)

ここで% は n 番目の電子に対する位相角である。共 
振パワー0.1、1、10、100MWにおける形状因子が図3 
に示される。得られた形状因子は位相空間における電子 
分布を反映して振動している。そこでゲインを求めるた 
めにアンジュレー夕長i = 2 m で形状因子は平均化され 
た。図4 にエネルギーの拡がり0、±0.125、±0.25、±0.4、
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図 2 アンジュレー夕の0、173、2L/3、L の位 
置における- i tからn の間の捕獲、非捕獲の電子 
数の和の分布が示される。電子数、共振器パワーお 
よび電子のエネルギー拡がりは図1 と同じである。
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図 1 (Ay/7r)beam =0.25%の波長当たり1_ 個 の  
電子は共振器のパワー100MWにおけるF E L に入 
射された。位相空間の振る舞いはアンジュレー夕の 
経 路 長 0、I A  2レ3、L の位置で示された。カーブ 
は i M H  =  7.5x10 —3におけるセパラトリクスで 
ある。

x
>

o
 

o
 

o
 

o
 

c 

o
 

o
 

o
 

o

8 

6 

4 

2

q
/
S
U
S
P
Q
P

 
^
0 J

3
q
6
n
u

u 

o
 

o
 

o

0 

6 

4 

2 

g
>
u
a
q
o
<D
!o>
ho J

<uq
m
n
u

g
/
S
U
O
J
P

a>l9

«+
H
。J

9
q
s
B

(a)
u

o

 

o
 

o

0 

6 

4 

2

g
/
S
U
O
J
:p
9
p

 

0̂ 
J
Q
q
i
CJ

-200



0 100 200 300 400
Undulator path length (cm)

図 3 光共振器パワー0.1、1、10、100MWで 
エネルギーのひろがり±025% の形状因子がアンジ 
ュレ一夕の経路長の関数として示される。

±0.5% の平均の形状因子が共振器パワーの関数として 
示された。図4 か ら 1MW以下の領域では{F{Kj) は直 
線になっており〈F (た)〉2oc尸を示している。それからの 
ずれは飽和の効果を示唆している。

Optical resonator power (Watt)

図 4 エ ネ ル ギ ー の ひ ろ が り 0, ±0.125, ±0.25, 
±0.4, ±0.5 % における平均された形状因子。

ゲインは⑷式から求まる。 

n2(F(k))2
G V } , 1 (4)

P

ここで表1 か ら n=4.4xl08 ある。 P l は次式で求まる。

Pi
d 3I

dwdQdt

e 2N 2 y 2 K 2 r i m f m (36)
2jveoct (1 + K 2)

ここで c o は角周波数、Q は の 立 体 角 、t ほミク 
ロパルスの幅、C(g)次式で与えられる。

sm§
(37)

(38)

入 0(1 + K 2)
(39)

そこで表1 のパラメ一夕からpeZTSxlO40 W が得ら 
れる。

ゲインは図5 で共振器パワーの関数として示される。 
図4 の議論から予想されるように1M W 以下ではゲイ 
ンは一定で共振器パワーに影響されない。しかし一方ゲ 
インはビ ー ム エネルギーのひろがりの関数として著し 
く減少する。この効果を調べるためにエネルギーのひろ 
がりの半値幅(A y /y ^  =  0.125, 0.25、0.5% で共振器 
のパワーP =1000W の形状因子を図6 に示す。表 2 で 
は(6)と(7)式の数値積分によつて求めた形状因子の振幅 
と周期が(31)と(32)式で計算されたものと比較される。 
表 2 によると数値計算と(31)と(32)式で理論的に予測し 
た値との間で優れた一致が得られている。図 7 はゲイン 
対 （Ay/j^beamを示した。そ こ で solid lin eは数値計算を 
示し、2 m のアンジュレー夕長で平均した形状因子を用 
いて得たゲインに対するものである。図 7 の dash-dot 
l in eは(24)式の理論値を用いて得たゲインに対するもの 
である。図 7 で solidと dash-dot曲線の間に不一致が見 
られる。これは平均をとるときに用いた経路の差による 
ものである。（31)と(32)式 か ら ( A y / y ^ m とアンジュレ 
一夕の周期数のoptimum number TVoptとの間の関係 
が得られる。すなわち

k t  = JT

そ こ で は
r K \  Ay

ノ Deam
输 opt

(40)

(41)
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表 3 に 対 i V 、(F(k) ) 等の値が示されてい 
る。
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図 6 光共振器パワー 1000W におけるエネルギ 
一のひろがりの半値幅(Ay/yr)beani =  0.125, 0*25、0.5% 
における振動する形状因子の周期。

Half width of the energy spread (Ay f y 「し „ (%)

図 7 ゲイン対エネルギーひろがりの半値幅。 solid 
lineは数値的に計算しアンジュレー夕の長さ2m で平 
均した形状因子を用いて求めたゲインを示す。 dash- 
dotlineは(24)式による理論的な形状因子を用いて求め 
たゲインである。

Optical resonator power (Watt)

図 5 エ ネ ル ギ ー の ひ ろ が り 0, ±0.125, ±025, 
±0.4, ±0.5 % における⑷式によって計算されたゲイ 
ン。

轰 ム 共 振 器 パ ワ ー 1000W におけるエネルギーの拡 
が り の 半 値 幅 対 （6)、（7)式における数値計算と 
(31)と(32)式の理論値の振幅と周期

数値計算  理論値
(6)、（7)式  （31)、（32)式
默 周 期 默 周 期 - 

— _    (m) _  _  (m) 一

0.125% 0.027 7.84 0.028 8.01

025% 0.0067 3.92 0.007 4.0

05% 0.0017 1.96 0.0017 2.0

(Ay//r)beam対アンジュレー夕周期のオプティマ 
— ムな数、アンジュレー夕長と形状因子の平均値

(A///r)beam ^opt_______ ^0________ ム opt_______ (F(た)〉
0.125% 200 2cm 400cm 0.014
025% 100 2cm 200cm 0.0035

05% 50 2cm 100cm 0.00085

N 他の諸性質
すでに述べたようにゲインはノイズレベルから1MW 

の広い範囲で一定の値である。光共振器における立ち上 
がりのパワー尸は

P = P0( l  + GNErf  (42)

ここで PQ はスタートアップのパワー、 G n etは電磁 
気的ゲインから共振器損失等を差し引いた共振器1 往 
復当たりの正味のゲイン、M  f雄り返し数である。(42) 
におけるPQ はコヒーレントであることを求められる 
が、4)、7)で議論されたように、入射電子ビームの構造 
からコヒーレント成分が発生すると考えられている。 

コヒ一レント•アンジュレ一夕放射の波長は

A = - ^ T f l  + iC2) (43)

ここでyo= yである。 したがって\は入射エネルギー 
y0 でユニークに決定される。そこで輻射される電磁波 
のスぺクトルはミクロバンチ列のフーリェ変換で与え 
られる。

こ こ で / はミクロパルスの長さである。表 1 から

02
01 

0.
0. 

J
0
P
42
目
 

S



A^280nm, l= lm m である。推定される光パワーは約 
4MWで、強力なコヒーレントなパワーが期待できる。

表 4 (Ar/7r)beam =2.5xl0~3 におけるパワー、 
(Ay/yr)max、 r  と 八 . . .

V 議論
以上の説明からコヒーレン卜•アンジュレー夕光の立ち 
上がりには2 つのステップが存在することがわかる。最 
初のステップは

(A" r し

の領域で光共振器のパワーは1M W 以下である。ゲイ 
ンは一定で、形状因子は解析的に求めることができた。 
すなわち、

1

Ay
7r

-(1-cosA i)

ノ beam

八= 2con
7
 

r

A 

7
Hz

(31)

(32)
ノ beam

振動する形状因子は(6)と(7)式の数値積分により得られ 
るが、図 6 と表2 からわかるように、上記の(31)と(32) 
によく一致している。表 4 にエ ネ ル ギ ー の 拡がりの半値 
幅 （八办> _  =2.5x10—3 における共振器パワー、セパラ 
トリクス（八)//)/“ 、位相振動の角周波数r 、形状因子 
が振動する角周波数八をまとめた。表 4 で r は共振 
器パワーによって変化するが八はそれに無関係であ 
る。セクション n で述べたように、 八 は (28)式に 
(Ay/yr) =(Ay/yr)beam =2.5xl0—3および を代入し
たものである。八は位相空間の表面振動であることが 
わかる。

次に第2 ステップについて議論する。これは光パワー 
が 1MWより大きい

(~ か 丄 ノ  し

の領域である。ここでは電子はセパラ卜リクスに捕獲さ 
れ図 1 〜3 に示すように形状因子に寄与する。ここで、 
位相空間に捕獲された電子は( _ 0 ,  y=yr) を 中心に振 
動し角周波数は表4 の r で近似される。ここでの得ら 
れる光パワーは電子の集団運動によるコヒーレント•ア 
ンジュレー夕放射である。更にいわゆる誘導放射、誘導 
ロ及収のプロセスが考えられる。しかし、この場合はy0=yr 
である。B秀導放射を発生するためにはこの第2 のステッ 
プにおいて電子ビ ー ム の エ ネ ル ギ ー を }/0=)/r か ら ， ト 

にシフ卜することが要求される。

power (Ay/̂ Omax T(Hz) 八(Hz)

100MW 7.44x10^ 7.01x10s

10MW 4.17x1a3 3.93 x10s

1MW 236x10^ 222x10s 4.7x10s

lOOkW 133x10^ 125x10s 4.7x10s

IkW 417xl04 3.93xl07 4.7x10s

1W 7.44x10^ 7.01xl06 4.7x10s
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